
 

SOLUCIÓN 

(a) 𝑥𝑥 = 〈𝑣𝑣�⃗ ,𝑣𝑣�⃗ 1〉
‖𝑣𝑣�⃗ 1‖2

= 0,𝑦𝑦 = 〈𝑣𝑣�⃗ ,𝑣𝑣�⃗ 2〉
‖𝑣𝑣�⃗ 2‖2

= √2 cos 𝜋𝜋
4

= 1, 𝑧𝑧 = 〈𝑣𝑣�⃗ ,𝑣𝑣�⃗ 3〉
‖𝑣𝑣�⃗ 3‖2

= √2 cos 𝜋𝜋
4

= 1, por lo que 𝑣⃗𝑣 = �
0
1
1
�
𝐵𝐵

 

(b) 𝑑𝑑(𝑣⃗𝑣,𝑤𝑤��⃗ ) = 𝑑𝑑(𝑣⃗𝑣3 + 𝑣⃗𝑣2, 2𝑣⃗𝑣1 + 𝑣⃗𝑣2 − 𝑣⃗𝑣3) = ‖𝑣⃗𝑣3 + 𝑣⃗𝑣2 − (2𝑣⃗𝑣1 + 𝑣⃗𝑣2 − 𝑣⃗𝑣3)‖ = ‖2𝑣⃗𝑣3 − 2𝑣⃗𝑣1‖ =
2‖𝑣⃗𝑣3 − 𝑣⃗𝑣1‖ = 2�〈𝑣⃗𝑣3 − 𝑣⃗𝑣1, 𝑣⃗𝑣3 − 𝑣⃗𝑣1〉 = 2√2 

cos𝛼𝛼 =
〈𝑣⃗𝑣,𝑤𝑤��⃗ 〉
‖𝑣⃗𝑣‖‖𝑤𝑤��⃗ ‖

=
〈𝑣⃗𝑣3 + 𝑣⃗𝑣2, 2𝑣⃗𝑣1 + 𝑣⃗𝑣2 − 𝑣⃗𝑣3〉

‖𝑣⃗𝑣‖‖𝑤𝑤��⃗ ‖
= 0 ⟹ 𝛼𝛼 =

𝜋𝜋
2

 

(c) Falso, tomemos por ejemplo 𝑤𝑤��⃗ = �
1
0
0
� ,𝑢𝑢�⃗ = �

2
1
1
� , 𝑣⃗𝑣 = �

−2
3
4
�  

SOLUCIÓN. 

(a) GRAM-SCHMIDT𝑜𝑜�⃗ 1 = 𝑤𝑤��⃗ 1,, 𝑜𝑜�⃗ 2 = 𝑤𝑤��⃗ 2 −
〈𝑤𝑤��⃗ 2,𝑜𝑜�⃗ 1〉
‖𝑜𝑜�⃗ 1‖2 𝑜𝑜�⃗ 1 

= �
0
0
1
� − 1

3
�

1
1
1
�=

⎝

⎜
⎛
− 1

3

− 1
3

2
3 ⎠

⎟
⎞

, ‖𝑜𝑜�⃗ 1‖2 = 3, ‖𝑜𝑜�⃗ 2‖2 = 2
3
 

Pero si primero vamos a por la base usual �1 1 1
0 0 1�

~
𝐸𝐸12(−1) �

1 1 0
0 0 1�, deducimos la base 

ortogonal 𝐵𝐵𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 = ��
1
1

0
� ,�

0
0

1
��y, dividiendo cada vector por su norma, tenemos la base 

ortonormal 𝐵𝐵𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 = �𝑛𝑛�⃗ 1 = 1
√2
�
1
1

0
� , 𝑛𝑛�⃗ 2 = �

0
0

1
�� 

(b) Cualquier vector del complemento ortogonal ha de ser ortogonal a los dos 
vectores de la base del subespacio, así se obtienen las ecs. Imp. Del mismo 



 

�𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 0
𝑧𝑧 = 0  

Una base del mismo es 𝐵𝐵(𝑆𝑆⊥) = ��
1
−1
0
�� 

(c) Calculamos los productos escalares y normas que intervienen en la fórmula de la proyección: 
〈𝑢𝑢�⃗ , 𝑛𝑛�⃗ 1〉 = 4

√2� , 〈𝑢𝑢�⃗ , 𝑛𝑛�⃗ 2〉 = 3,=  , . ‖𝑛𝑛�⃗ 1‖2 =  ‖𝑛𝑛�⃗ 2‖2 = 1 

𝑝𝑝�⃗ 𝑆𝑆(𝑢𝑢�⃗ )= 4
√2� 𝑛𝑛�⃗ 1 + 3𝑛𝑛�⃗ 2 = 2�

1
1

0
� + 3�

0
0

1
� = �

2
2

3
� 

𝑝𝑝�⃗ 𝑆𝑆⊥ (𝑢𝑢�⃗ )= 𝑢𝑢�⃗ − 𝑝𝑝�⃗ 𝑆𝑆(𝑢𝑢�⃗ )= �
5
−1

3
�-�

2
2

3
� = �

3
−3

0
� 

(d) D(𝑢𝑢�⃗ , 𝑆𝑆) = 𝑑𝑑(𝑢𝑢�⃗ , 𝑝𝑝�⃗ 𝑆𝑆(𝑢𝑢�⃗ ))= �𝑢𝑢�⃗ − 𝑝𝑝�⃗ 𝑆𝑆(𝑢𝑢�⃗ )� = ��
3
−3

0
�� = √18 = 3√2 

SOLUCIÓN. 

Al tratarse de una matriz simétrica, admite diagonalización ortogonal. EL POLINOMIO 
Característico lo calculamos teniendo en cuenta que : det(A)=-4, tr(A)=3, SDP=0. Por lo que 
𝑃𝑃3(𝜆𝜆) = −𝜆𝜆3 + 3𝜆𝜆2 − 4 = (−𝜆𝜆)�𝜆𝜆2 + 4𝜆𝜆 + 4� = −(𝜆𝜆 + 1)(𝜆𝜆 − 2)2. Con lo cual 

 𝜎𝜎(𝐴𝐴) = � −1 2
𝑚𝑚(−1) = 1 𝑚𝑚(2) = 2� 

𝜆𝜆 =-1, 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐴𝐴 + 𝐼𝐼)= ��
x
y
z
�   �

2 1 1
1 2 −1
1 −1 2

��
x
y
z
�=�

0
0
0
�� = ��

𝑥𝑥
𝑦𝑦
𝑧𝑧
� : �

𝑥𝑥 = −𝑧𝑧
𝑦𝑦 = 𝑧𝑧 �.  

Entonces una base de este subespacio –recta será: 

 𝐵𝐵�𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐴𝐴 + 𝐼𝐼)� = ��
−1
1
1
�� 

Y una base ortonormal es  

𝐵𝐵𝑂𝑂𝑂𝑂�𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐴𝐴 + 𝐼𝐼)� = �
1
√3

�
−1
1
1
�� 

𝜆𝜆 = 2, 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐴𝐴 − 2𝐼𝐼) = ��
𝑥𝑥
𝑦𝑦
𝑧𝑧
� :�    

−1 1 1
1 −1 −1
1 −1 −1

��
𝑥𝑥
𝑦𝑦
𝑧𝑧
� = �

0
0
0
�� = 

= ��
𝑥𝑥
𝑦𝑦
𝑧𝑧
� :−𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 = 0� 



 
Entonces una base de este subespacio –plano será:  

𝐵𝐵�𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐴𝐴 − 2𝐼𝐼)� = ��
1
1
0
� ,�

1
0
1
�� 

Aplicamos G-S para obtener la base ortonormal 

𝐵𝐵𝑂𝑂𝑂𝑂�𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐴𝐴 − 2𝐼𝐼)� = �
1
√2

�
1
1
0
� ,

1
√6

�
1
−1
2
�� 

 

La Base de diagonalización= 𝐵𝐵𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 1
√3
�
−1
1
1
� , 1

√2
�

1
1
0
� , 1

√6
�

1
−1
2
�� 

Matriz de Paso de diagonalización=P=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ − 1

√3

 1
√3

       1
√3

      

1
√2
1
√2
0

           1
√6

            − 1
√6

              2
√6 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
 

Matriz diagonal �
−1
   0

        0      

0
2
0

        0
          0
         2

� 

 

SOLUCIÓN: 

(a) Calculamos el ángulo que forman el vector y su girado 

cos𝛼𝛼 =
〈�√3

1
� , � 1

√3�
〉

��√3
1
�� �� 1

√3��
=

2√3
4

=
√3
2
⇒ 𝛼𝛼 =

𝜋𝜋
6

 

Entonces 𝑀𝑀�𝑔𝑔,𝐵𝐵2𝐶𝐶� = 1
2
�√3 −1

1 √3
� 

(b) Primero comprobamos que es ortogonal verificando que se cumple que 𝐴𝐴𝑡𝑡𝐴𝐴 = 𝐼𝐼. Como la 
matriz dada es ortogonal y simétrica representa una simetría cuyo eje es 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐴𝐴 − 𝐼𝐼).    
Entonces 



 

(𝐴𝐴 − 𝐼𝐼) �
𝑥𝑥
𝑦𝑦� = 0 ⇒ �−8 4

4 −2� �
𝑥𝑥
𝑦𝑦� = 0 ⇒ 2𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 = 0. 

(c) Calculamos primero  una base ortonormal de ℝ3, 𝐵𝐵𝑂𝑂𝑂𝑂 = {𝑛𝑛�⃗ 1,𝑛𝑛�⃗ 2,𝑛𝑛�⃗ 3} para la cual sea 

𝑀𝑀(𝑆𝑆𝑆𝑆𝜋𝜋,𝐵𝐵𝑂𝑂𝑂𝑂) = �

−1 0 0
0 cos 𝜋𝜋

2
− sin 𝜋𝜋

2

0 sin 𝜋𝜋
2

cos 𝜋𝜋
2

� = �
−1 0 0
0 0 −1
0 1 0

�.  

Como primer vector de la base cogemos el unitario del eje de giro , es decir 𝑛𝑛�⃗ 1 = 1
√2
�

1
1
0
� y su 

imagen vale 𝑆𝑆𝑆𝑆𝜋𝜋(𝑛𝑛�⃗ 1) = −𝑛𝑛�⃗ 1 = �
−1
0
0
�
𝐵𝐵𝑂𝑂𝑂𝑂

Los otros dos vectores serían dos vectores 

perpendiculares situados en el plano perpendicular al eje de giro (x+y=0) y de norma uno, por 
ejemplo  

𝑛𝑛�⃗ 2 =
1
√2

�
1
−1
0
� ,𝑛𝑛�⃗ 3 = �

0
0
1
� 

y su imagen vale 𝑆𝑆𝑆𝑆𝜋𝜋(𝑛𝑛�⃗ 2) = 𝑛𝑛�⃗ 3 = �
0
0
1
�
𝐵𝐵𝑂𝑂𝑂𝑂

, 𝑆𝑆𝑆𝑆𝜋𝜋(𝑛𝑛�⃗ 3) = −𝑛𝑛�⃗ 2 = �
0
−1
0
�
𝐵𝐵𝑂𝑂𝑂𝑂

, con lo que  

𝑀𝑀(𝑆𝑆𝑆𝑆𝜋𝜋,𝐵𝐵𝑂𝑂𝑂𝑂) = �
−1 0 0
0 0 −1
0 1 0

� 

Ahora, para la orientación, calculamos el determinante 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑛𝑛�⃗ 1,𝑛𝑛�⃗ 2,𝑛𝑛�⃗ 3)� = −1 y 
deducimos que la base 𝐵𝐵𝑂𝑂𝑂𝑂 = {𝑛𝑛�⃗ 1,𝑛𝑛�⃗ 2,𝑛𝑛�⃗ 3} tiene orientación negativa. Tenemos que 
cambiar los vectores de orden en la base, quedando ésta 
 

𝐵𝐵𝑂𝑂𝑂𝑂 = �𝑛𝑛�⃗ 1
∗ =

1
√2

�
1
1
0
� ,𝑛𝑛�⃗ 2

∗ = �
0
0
1
� ,𝑛𝑛�⃗ 3

∗ =
1
√2

�
1
−1
0
�� 

Por último hacemos un cambio de base 
 
𝑀𝑀(𝑆𝑆𝑆𝑆𝜋𝜋,𝐵𝐵𝐶𝐶3) = 𝐶𝐶(𝐵𝐵𝑂𝑂𝑂𝑂 ,𝐵𝐵𝐶𝐶3)𝑀𝑀(𝑆𝑆𝑆𝑆𝜋𝜋,𝐵𝐵𝑂𝑂𝑂𝑂)𝐶𝐶(𝐵𝐵𝐶𝐶3,𝐵𝐵𝑂𝑂𝑂𝑂)= 

= �

1
√2

0 1
√2

1
√2

0 −1
√2

0 1 1

��
−1 0 0
0 0 −1
0 1 0

��

1
√2

0 1
√2

1
√2

0 −1
√2

0 1 1

�

𝑡𝑡

=1
2
�
−1 −1 √2
−1 −1 −√2
−√2 √2 0

� 

𝑦𝑦 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠í𝑎𝑎 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 

𝑦𝑦1 =
1
2 �
−𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2 + √2𝑥𝑥3�

𝑦𝑦2 =
1
2 �
−𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2 − √2𝑥𝑥3�

𝑦𝑦3 =
1
2 �
−√2𝑥𝑥1 + √2𝑥𝑥2�

 

 


